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RESUMEN

ABSTRACT

La importancia del estudio de temas basicos de
Algebra Lineal en el plan de estudios de las distin-
tas carreras de ingenieria es reconocida por orga-
nizaciones nacionales e internacionales. Temas
como sistemas de ecuaciones lineales, matrices,
determinantes, espacios vectoriales y transfor-
maciones lineales pueden ser encontrados en el
curriculo bésico de las ingenierias; esto se debe
no solo a su gran aplicabilidad, sino que también
son considerados como |a puerta de entrada para
el desarrollo de habilidades del pensamiento ma-
tematico como la generalizacién y la abstraccién.
Aunado a lo anterior, las investigaciones sobre el
aprendizaje y la ensefianza de las matematicas
sefalan la necesidad de trabajar en el aula bajo
nuevos supuestos e integrando nuevos medios de
apoyo para la ensefianza.

En este contexto, se presenta el disefio de una
actividad de aprendizaje que puede ser planteada
al iniciar el estudio de los sistemas de ecuaciones
lineales. Tiene como caracteristicas que surge a
partir del planteamiento de una situacién que trata
un problema de flujo de trafico en un sector de una
ciudad; se utiliza un applet de GeoGebra, acompa-
nado de una serie de interrogantes, que tienen la
intencién de promover la comprensién del citado
problema. Ademas, la experiencia generada se
considera que puede jugar un papel importante en
la construccién del sistema de ecuaciones linea-
les que lo modela.

Palabras clave:
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The importance of studying basic topics in Linear
Algebra within the curricula of various engineering
disciplines is recognized by national and interna-
tional organizations. Topics such as systems of
linear equations, matrices, determinants, vector
spaces, and linear transformations can be found
in the core curriculum for engineering programs;
this is due not only to their wide applicability but
also because they are considered a gateway to de-
veloping mathematical thinking skills such as gen-
eralization and abstraction. Furthermore, research
on the learning and teaching of mathematics high-
lights the need to work in the classroom under new
assumptions and to integrate new support tools
for teaching. In this context, a learning activity is
designed that can be proposed at the beginning
of the study of systems of linear equations. It is
characterized by arising from the presentation of
a situation that addresses a traffic flow problem
in a sector of a city; it utilizes a GeoGebra applet,
accompanied by a series of questions intended to
promote understanding of the problem. Moreover,
the experience generated is considered to play an
important role in constructing the system of linear
equations that models it.
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Reflexiones en torno al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales en la formacién de ingenieros mediada con GeoGebra

INTRODUCCION

1 Algebra Lineal (AL) ha sido un campo discipli-

nar destacado en el ambito relacionado con las

areas STEM, es decir, con la Ciencia, la Tecno-
logia, la Ingenieria y las Matematicas. Ademads, su uso
competente ha llevado a dar un impulso en las oportu-
nidades profesionales en dreas relacionadas con ciencias
de datos, procesamiento de sefiales, criptografia, cien-
cias computacionales, entre otros.

De acuerdo con lo que plantean Alvarez-Macea y Costa
(2019), existen una gran variedad de situaciones-pro-
blema y aplicaciones de ingenieria que pueden ser abor-
dados desde los contenidos que se estudian en los cur-
sos de AL (por ejemplo: vectores, matrices y sistemas de
ecuaciones lineales, espacios vectoriales, y transforma-
ciones lineales) convirtiéndola en una de las asignatu-
ras con un potencial mayor de aplicacién en ingenieria,
junto con cursos como el Célculo Diferencial e Integral
o las Ecuaciones Diferenciales. Ademds de lo anterior,
un primer curso de AL representa el primer contacto
que los estudiantes tienen con objetos matematicos que
tienen un gran nivel de abstracciéon, como son los es-
pacios vectoriales y las transformaciones lineales y que
por tal razén son susceptibles de convertirse en fuente
de dificultades.

En este sentido, en diversos estudios alrededor de las
asignaturas de AL en el contexto universitario, se ha en-
contrado evidencia de algunas situaciones que se pueden
asociar a las dificultades de los estudiantes al cursarlos,
relacionadas con cuestiones de origen epistemoldgico,
el formalismo y el uso de distintos tipos de lenguaje, y
sobre el disenio didactico. Pozasy colaboradores (2023)
estudiaron los libros que se utilizan para la ensefianza
del Algebra Lineal a futuros ingenieros en Argentina.
Como parte de los resultados de su analisis, sefialan que,
a pesar de que en dichos libros se resalta la importancia
del AL a través de su aplicabilidad en areas como la In-
genieria, Fisica, Biologia, Economia, Estadistica, entre
otras ciencias, sin embargo, la ubicacién de estas apli-
caciones asi como su relacion directa con el contenido
tedrico queda a consideracion de los responsables del
curso. También el nivel de abstraccién que algunos t6-
picos tienen, como los ya sefialados, espacios vectoriales
y transformaciones lineales, traen consigo la posibilidad
de generar dificultades para el alumnado. Estos sefala-
mientos se pueden advertir de la misma manera en tex-
tos utilizados en instituciones mexicanas dedicadas a la
formacion de ingenieros (véase, por ejemplo, Grossman
y Flores, 2012; Kolman y Hill (2006); Lay, 2007).

Dentro de la formacién de ingenieros, la reflexion so-
bre las matematicas que se ensefian y la forma en que
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se enseflan es un elemento importante, ya que curricu-
larmente la formacién matematica constituye un bloque
significativo en el desarrollo integral de estos profesio-
nistas. Aunado a lo anterior, en los cursos de matemati-
cas se proveen herramientas bésicas para su desempeiio,
ademas se promueven habilidades como la resolucion
de problemas y la toma de decisiones. En este sentido,
consideramos que existen al menos cuatro elementos
que actualmente podrian ubicarse como necesarios en
el caso particular de las clases de AL: a) que éstas sean
conducidas mediante una estrategia didactica de re-
solucion de problemas; b) que dichos problemas sean
planteados en situaciones que provengan de la ingenie-
ria; ¢) que privilegien el trabajo con situaciones donde
sea posible desarrollar un enfoque de modelizacion; d)
que hagan uso de la tecnologia digital como medio para
contribuir a la conceptualizacion y comprension de no-
ciones matemdticas.

Todos estos elementos han sido estudiados de manera
tedrica y, metodologicamente abordados desde diferen-
tes perspectivas en el ambito de la Matematica Educati-
va; por ejemplo, desde 1993 el Grupo de estudio sobre el
curriculo del Algebra Lineal (Stewart et al., 2022) ha exa-
minado el rol de los cursos iniciales de AL en el curri-
culo matemdtico intentando ofrecer recomendaciones
para satisfacer las necesidades tanto de los estudiantes
como de las disciplinas o campos de conocimiento que
hacen uso de los contenidos de AL. Con el trabajo reali-
zado en el transcurso de los afos y tomando en conside-
racion lo que las industrias demandan como habilidades
necesarias (andlisis e interpretacion de datos, compren-
sion de modelos matematicos para estudiar fendmenos
diversos, incorporaciéon en las tareas cotidianas de la
tecnologia digital e inteligencia artificial, entre otras) se
ha situado al AL como un area que brinda mucho de los
fundamentos de matematicas que se necesitan actual-
mente en la industria.

Un tema que es infaltable en el programa de AL de cual-
quier carrera de ingenieria en México, y que también
es sugerido por el Grupo de estudio sobre el curriculo de
Algebm Lineal mencionado lineas arriba, es el de los Sis-
temas de Ecuaciones Lineales (SEL). La gran cantidad
de problemas que pueden ser modelizados mediante
un SEL, explica su importancia; destacan entre ellos los
algoritmos de ranking como el de Google, la programa-
cidn lineal, los problemas de flujo de trafico o redes, los
modelos depredador/presa, las imagenes médicas, el
equilibrio de ecuaciones de reacciones quimicas, entre
otros. Aunado a ello, puede ser la puerta de entrada para
el estudio de las matrices y el resto de los temas conside-
rados dentro de un curriculo basico de AL.
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Ademas de identificarse a los SEL como un elemento re-
levante en la formacién de ingenieros debido a las cone-
xiones que guardan con diversas aplicaciones en el que-
hacer profesional, su estudio se sita como una cuestion
de significativa al ser un elemento transversal en la for-
macioén matematica de los estudiantes en diferentes nive-
les escolares. En México, su estudio forma parte del curri-
culo matematico del Sistema Educativo Nacional desde la
Educacion Basica hasta la Educaciéon Superior. Por esta
razdn, disenar actividades que permitan mejorar la forma
en que se ensenan y se aprenden los SEL, resulta impor-
tante para la formacion matematica de los estudiantes, y
mas especificamente de los futuros profesionales de la in-
genieria que se incorporaran al mercado laboral.

Bajo las consideraciones expuestas en los parrafos ante-
riores, en este documento se presenta el disefio de una
actividad de ensefianza, que puede ser utilizada en un
curso de AL basico, de cualquier carrera de ingenieria.
Los detalles seran expuestos en la seccion siguiente.

Descripcion de la actividad

De acuerdo con el anilisis de los libros de texto en
Argentina, realizado por Pozas y colaboradores (2023),
se identificaron algunos contextos que también encon-
tramos en los textos utilizados en México, sobre los cua-
les se trabaja para el estudio de los SEL en las escuelas
de ingenieria. Entre las situaciones que se encontraron
estan las tareas relacionadas con calcular flujos de trafico
de vehiculos o caudales de agua, el calculo de intensida-
des de corriente, voltaje y resistencia, y el calculo de la
mejor solucién de sistemas incompatibles relacionados
con el método de minimos cuadrados.

En este trabajo se considera que los problemas que con-
templan el calculo de flujos de trafico y caudales podrian
representar un contexto mas generalizado susceptible
de desarrollase en diferentes programas de ingenieria y
para cursos de tronco comun. Ademads, este tipo de pro-
blemas coinciden en al menos una caracteristica, que
consiste en que parten de una hipdtesis esencial sobre la
conservacion, es decir, al analizar cada uno de los nodos
de interseccion, la cantidad de flujo que entra es igual a
la cantidad de flujo que sale.

Esta hipotesis es esencial para poder formular las distin-
tas ecuaciones que podran integrarse en un SEL. Si bien
este tipo de problemas permitiria analizar y modelar si-
tuaciones con SEL de m ecuaciones con n incc’)gnitas, m
y N enteros no negativos, para la actividad que aqui se
presenta, se tomo la decision de plantear una situacion
inicial idénea donde, con un SEL de 3 ecuaciones con
3 incognitas, se pueda vincular la solucién tanto con la
simulacion que se presente, asi como con la representa-
cion grafica en el espacio.

otors

La actividad propuesta se refiere al problema de la deter-
minacion del flujo vehicular en una via, a partir de co-
nocer los sentidos en los que se da el transito y algunos
datos conocidos sobre el flujo. La situacion se presenta a
los estudiantes a partir del siguiente enunciado en con-
junto con la representacion visual (ver Figura 1):

El Departamento Desarrollo Urbano del municipio
desea conocer como se distribuyen los automoviles
que circulan en el malecon de la ciudad, para deter-
minar si existe capacidad de afluencia vehicular que
permita transitar en al drea que se analiza y si existen
diferentes formas de distribucion del trdfico. A partir
de andlisis viales previos, se han recolectado algunos
datos historicos sobre la afluencia de automéviles en
el drea. Considerando los datos que se brindan, re-
aliza los cdlculos pertinentes de tal manera que des
respuesta a las interrogantes que se plantean.

Figura 1. Representacion del flujo vehicular

Es de interés conocer como se distribuye el trafico desde
cada una de las intersecciones de las calles. Inicialmente
la actividad se disen¢ para su uso con estudiantes, segtiin
la descripcion que se realiza a continuacion.

Para vincular la actividad con un SEL de 3 ecuaciones
con 3 incdgnitas se plantea la representacion de calles
aledafias al malecén de una ciudad, como se menciona
en el enunciado descrito anteriormente. De tal manera
que la calle en diagonal tenga algunas intersecciones vy,
ademas, que dichas calles tengan flujo de vehiculos de
manera unidireccional.

Se centra la atencidn en la validacion de las soluciones
del SEL con referencia a la situacion planteada, de tal
manera que un estudiante pueda reflexionar sobre la
relacion entre las posibles soluciones del SEL y las po-
sibles soluciones con respecto a la situaciéon que se pro-
pone resolver. Adicionalmente, se considera como una
situacion inicial que permita introducir el contexto de
problemas sobre flujo vehicular para estudiar posterior-
mente un SEL de mayor tamafio.
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El applet de GeoGebra que se generd (https://www.
geogebra.org/m/de9k2dsp) tiene la intencion de ser uti-
lizado por el estudiante, es decir, no busca que éste tenga
la necesidad o sea capaz de reproducir su construccion.
La intencion de dicho applet es, mas bien, que el estu-
diante pueda explorar y experimentar de manera que
reconozca informacioén que le permita entender como
plantear e interpretar el modelo de la situacion, pero,
sobre todo, validar la solucién que encuentra a partir de
la visualizacion de la representacion de la situaciéon en
conjunto con la observacion de la representacion en el
espacio del SEL.

De manera concreta, se espera que al manipular el applet
que se proporciona, un estudiante pueda: 1) reconocer
la propiedad de conservacion mediante la identificacién
de las cantidades de vehiculos que “entran y salen” en
cada una de las intersecciones, 2) encontrar diferentes
combinaciones numéricas de vehiculos en el transito de
cada interseccion, 3) establecer una representacion al-
gebraica del flujo vehicular en cada interseccion, y por
ende, una representacion del modelo a través de un SEL,
4) reflexionar sobre la validez de las posibles soluciones
de la situacién que se plantea en comparacion con las
infinitas soluciones que contempla el SEL.

Para la manipulacion del applet se proporcionan tres
deslizadores que hacen variar los flujos vehiculares que
no se conocen, asi como una casilla de entrada asociada
al mismo deslizador; adicionalmente, se proporcionan
tres casillas de control que permiten activar o desactivar
elementos relacionados con la representacion en el es-
pacio del SEL que modela la situacion. Esto se puede se
puede observar en la Figura 2.

Para guiar la exploracién y motivar la reflexion se
proponen una serie de consignas y/o preguntas para que
el estudiante pueda manipular el applet, pero a la vez
lo oriente hacia las reflexiones y resultados esperados.

[ Muestra Pianos
[ Muestra Interseccidn de los planos

[ Muestra Punto Solucién

Dichas consignas/preguntas son:

Utilizando los deslizadores (o escribiendo en las
casillas) busca una distribuciéon del trafico en el
punto A que sea valida, es decir, valores de x, y x,
que sean validos para dicha interseccion. Podras
observar que, si las cantidades son adecuadas, el
punto cambiara su color de rojo a verde. ;Qué su-
cede cuando se da el cambio de color?

Replica este procedimiento para cada uno de los
puntos de interseccion restantes. ;Cudles serian
los valores para x,, X, y X,? ;existiran otros valores
posibles para esos flujos de vehiculos? ;cuantas
posibles soluciones existen para el problema? ;es
unica o puede haber mas de una? Argumenta.

A partir de las relaciones que existen en cada una
de las intersecciones de los carros que “entran y
salen” de ella, establece una expresion algebraica
que represente cada entronque.

Las expresiones que se han planteado correspon-
den a un Sistema de Ecuaciones Lineales (SEL)
que modelan matematicamente la situacion, que
corresponden a tres planos en el espacio. Activa la
casilla para mostrar los planos y la interseccién de
estos. ;Qué se puede inferir acerca de la solucion
del SEL analizando los planos y sus interseccio-
nes?

Resuelve el SEL planteado (utilizando el método
de tu preferencia). ;La solucién encontrada co-
rresponde con tu suposicion inicial? ;Cuadl es la
solucion del SEL?

Activa la casilla que muestra el punto de solucion,
sQué sucede con el punto cuando se encuentra
una solucién que satisface el flujo de los tres pun-
tos de interseccion de las calles, es decir, cuando
los tres puntos son verdes?

Figura 2. Vista del applet de GeoGebra.
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o Silarecta en el espacio que representa la intersec-
cion de los planos contiene una infinidad de pun-
tos, sexistirdn infinitas soluciones para la distri-
bucién del trafico? ;Cudntas posibles soluciones
hay para la situacion planteada? ;y para el SEL?

e ;Qué cuestiones o consideraciones se deben tener
en cuenta para identificar cudles soluciones exis-
ten para la situacion planteada? ;Se puede deter-
minar cuéles serian?

Se esperaria que a partir de estas reflexiones un
estudiante pueda llegar a establecer el conjunto de so-
luciones que sean validas para la situacion planteada re-
conociendo las caracteristicas y restricciones que el con-
texto aporta y que condicionan a las incognitas del SEL

CONCLUSIONES

Se considera que, si bien el tipo de situacion que se
presenta ha sido ya abordado desde diferentes textos y
perspectivas, es la inclusion de los siguientes elementos
lo que potencializa su incorporacion en los cursos de
AL en ingenieria:

a) El desarrollo de la actividad mediante una es-
trategia didactica de resolucién de problemas donde a
partir de la descripcién de la situacion que se aborda,
los estudiantes formulan conjeturas y argumentaciones,
las cuales, bajo una conduccién apropiada del profe-
sor, permiten arribar hacia la construccion del SEL que
modela la situacion planteada. Esto difiere del enfoque
tradicional donde el profesor proporciona el modelo
matematico que describe la situacion, minimizando la
participacion de los estudiantes.

b) La seleccion del contexto en el que estd plan-
teado el problema, que, si bien esta idealizado, de cierta
manera es cercano al ejercicio profesional de algunos
campos de la ingenieria, por ejemplo, la Ingenieria Civil
quienes atienden problemas relacionados con el flujo de
trafico y fluidos en redes;

c) La promocion de tareas que propician que los
estudiantes desarrollen nociones iniciales de modeliza-
cién al impulsar practicas relacionadas con las compe-
tencias de modelizacién propuestas por Maafl (2006)
que se refieren a comprender el problema real y estable-
cer un modelo basado en la realidad, establecer un mo-
delo matematico a partir del modelo real, resolver cues-
tiones matematicas dentro de este modelo matematico,
interpretar los resultados matematicos con respecto a la
situacion real y validar la solucién encontrada.

oo

d) El uso de la tecnologia digital para la reflexion
permitird que los estudiantes comprendan nociones so-
bre los SEL y les permita comprender, validar e interpre-
tar sus soluciones. Por ejemplo, el uso de indicadores de
color en el applet de GeoGebra para identificar cuando
se mantienen las condiciones de equilibrio en cada in-
terseccion de las calles permitird que los estudiantes lo
reconozcan como la condicidon que permite mantener la
igualdad en las expresiones algebraicas que conforman
el SEL.

Finalmente, lo que se ha querido mostrar con esta ac-
tividad es la potencialidad de la transformacién de un
problema tipico presentado en los libros de texto, cuan-
do se identifican claramente los objetivos didacticos y la
manera en que estos pueden ser alcanzados en el aula
de clase, en un proceso de ensefianza que integra activa-
mente a los estudiantes.
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