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RESUMEN

ABSTRACT

La modelacién matematica, como enfoque para re-
solver problemas del mundo real y como enfoque
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
ha ganado importancia en el curriculo en las dlti-
mas décadas. En el caso del Algebra Lineal, los sis-
temas de ecuaciones lineales y las transformacio-
nes lineales aparecen como modelos en diversos
problemas de ingenieria y las matrices permiten
modelar eficientemente estructuras multidimen-
sionales. Sin embargo, en diversas investigacio-
nes en el drea de Matematica Educativa, se han
identificado algunos problemas que enfrentan los
estudiantes al intentar construir modelos y apli-
car la matematica a problemas del mundo real. En
este documento se explora el papel de la modela-
cién y del Aigebra Lineal en la resolucién de proble-
mas practicos de la Ingenieria en Mecatrénica, y
se presentan avances en la identificacion de una
problemética relacionada con el aprendizaje de es-
tos temas. Para tal efecto, se sefnalan dificultades
recurrentes en la ensefianza y el aprendizaje de
la modelacién y del Algebra Lineal reportadas en
diversas investigaciones, con especial atencién a
aquellas que enfrentan los estudiantes para mo-
delar con transformaciones matriciales y operar
con matrices. Asimismo, se analiza la componen-
te curricular en el contexto del Modelo Educativo
vigente en la Universidad de Sonora, revisando
especificamente el programa de Ingenieria en
Mecatrénica. Se concluye presentando algunas
caracteristicas de una propuesta didactica en
construccién para abordar esta problemética con
uso de tecnologia.

Palabras clave:
Transformaciones matriciales, robdtica, automati-
zacidn, propuesta did4ctica, GeoGebra.
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Mathematical modeling, as an approach to solv-
ing real-world problems and as an approach to
teaching and learning mathematics, has gained
importance in the curriculum in recent decades.
In the case of Linear Algebra, systems of linear
equations and linear transformations appear as
models in various engineering problems and ma-
trices allow efficient modeling of multidimensional
structures. However, in multiple investigations in
Mathematics Education, some issues have been
identified that students face when trying to build
models and apply mathematics to real-world prob-
lems. This document explores the role of modeling
and Linear Algebra in solving practical problems in
Mechatronics Engineering, and advances in identi-
fying a problem related to learning these topics are
presented. To this end, recurrent difficulties in the
teaching and learning of modeling and Linear Alge-
bra reported in various investigations are pointed
out, with special attention to those that students
face when modeling with matrix transformations
and operating with matrices. The curriculum com-
ponent is also analyzed in the context of the cur-
rent Educational Model of the University of Sonora,
specifically reviewing the Mechatronics Engineer-
ing program. The article concludes by presenting
some characteristics of a didactic proposal under con-
struction to address this problem using technology.
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INTRODUCCIGN

| Algebra Lineal, como rama fundamental de las

matematicas, tiene sus raices en la resolucién de

problemas geométricos y aritméticos que se re-
montan a civilizaciones antiguas. En la antigua Grecia,
matematicos como Euclides ya utilizaban relaciones
proporcionales que pueden considerarse precoces ma-
nifestaciones del pensamiento lineal. Sin embargo, la
formalizacién del Algebra Lineal se produjo en el siglo
XIX, cuando se introdujeron conceptos como matrices
y determinantes. Segiin Hodge (1994) el desarrollo de la
notacion matricial y de los conceptos asociados introdu-
jo una forma sistematica y estructurada de representar
y manipular sistemas de ecuaciones y transformaciones
lineales por lo que fue crucial para establecer el Alge-
bra Lineal como un campo independiente y estructura-
do. Este periodo marcé una transicion significativa en
la forma en que se concebian y resolvian los sistemas
de ecuaciones lineales, permitiendo una representacion
mas compacta y eficiente..

Los sistemas de ecuaciones lineales y las transformacio-
nes lineales aparecen como modelos en diversos pro-
blemas de ingenieria y las matrices permiten modelar
eficientemente estructuras multidimensionales. Como
afirma Lay (2015), "el Algebra Lineal proporciona un
lenguaje y una estructura que permiten modelar y resol-
ver problemas en multiples dimensiones, lo cual es esen-
cial en aplicaciones de la ingenieria, la economia y las
ciencias de la computaciéon” (p. 12).

En el caso de la ingenieria mecatrdnica, las transforma-
ciones lineales son ttiles en el modelado y control de
manipuladores, especialmente mediante el uso de ma-
trices de transformacion homogénea. Este método per-
mite combinar en una sola representacién rotaciones
y traslaciones, lo que simplifica el analisis y calculo de
posiciones y orientaciones en el espacio tridimensional,
aspectos cruciales para el disefio y control de sistemas
roboéticos (Spong, Hutchinson y Vidyasagar, 2005). Al
proporcionar un marco uniforme para el tratamiento
de la cinematica, estas matrices permiten estructurar de
forma eficiente los calculos necesarios en la cinematica
inversa, donde la precision es esencial para alcanzar po-
siciones especificas sin colisiones o errores acumulativos
(Craig, 2017).

Chen, Liu, Zhou y Lin (2019) abordan el uso de las
transformaciones matriciales para optimizar algoritmos
de control en sistemas robdticos complejos, subrayando
cémo el Algebra Lineal facilita la simulacién y predic-
cién de movimientos precisos en entornos controlados.
Ellos utilizan matrices para representar las velocidades
lineales y angulares de los eslabones, lo que les permitié

modelar matematicamente el comportamiento dinami-
co del manipulador.

Nieto y Vaca (2020) describen el desarrollo de un mo-
delo matematico, cinematico y dindamico para modificar
el funcionamiento de un dron. En este trabajo el uso de
matrices se encuentra estrechamente ligado a la mo-
delizacion y el analisis dinamico del quadcopter UAV
(Vehiculo Aéreo No Tripulado). Al considerar el UAV
como un objeto rigido con movimientos de traslacion
y rotacidn, las matrices se emplean para representar de
manera eficiente las transformaciones y rotaciones en el
espacio tridimensional.

A lo largo del documento se presentaran algunas consi-
deraciones sobre la inclusion de la modelacién y el Al-
gebra Lineal en el curriculo del nivel superior, asi como
algunas dificultades en su aprendizaje que se reportan
en diversos trabajos de investigacion. Se pretende mos-
trar la pertinencia del desarrollo de una propuesta di-
dactica para abordar la problematica, que considera,
ademas, el uso del software GeoGebra

ModelaciényAlgebraLineal en el programa de Ingenieria
en Mecatronica de la Universidad de Sonora

Tal vez te has preguntado: ;Por qué las frambuesas son
rojas? o ;Por qué la cebolla es morada? o quiza ;De donde
viene el color rosa de la bugambilias? La respuesta esta
en las antocianinas, son pigmentos naturales que le otor-
gan esos caracteristicos colores a diversas frutas, flores y
verduras. Sin embargo, su funcién va mas alla del color,
en la naturaleza, las antocianinas juegan un papel clave,
ayudando a las plantas a adaptarse a las distintas condi-
ciones ambientales, como falta de nutrientes, agua o luz,
y protegiéndolas de los depredadores como plagas, insec-
tos y animales (Vuolo et al., 2019). En los ultimos anos,
han despertado un gran interés cientifico debido a los
posibles beneficios para la salud, especialmente por sus
efectos asociados a un menor riesgo de padecer enferme-
dades cardiovasculares, obesidad, diabetes, entre otras,
debido a su alta actividad antioxidante y antiinflamatoria
(Speer et al., 2020).

La modelacion matematica, como enfoque para resol-
ver problemas del mundo real y como enfoque para la
ensefanza y aprendizaje de las matematicas, ha ganado
importancia en el curriculo en las dltimas décadas. Este
cambio se origind a partir del reconocimiento de que las
matematicas no solo se tratan de procedimientos abstrac-
tos, sino también de representar y entender fendmenos
del entorno. Segiin Blum y Niss (1991), la modelacion fa-
cilita que los estudiantes comprendan cémo las matema-
ticas pueden aplicarse a situaciones de la vida cotidiana y
de diversas disciplinas, integrando habilidades matema-
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ticas y contextuales. Este enfoque comenzd a integrarse en
los planes de estudio para hacer la ensefianza de las mate-
maticas mas significativa y aplicable.

Ortiz y Mendible (2007) argumentan que, en los tiempos
modernos, la modelaciéon como proceso gestor de cambio
y de contextualizacion ejercida por el ingeniero represen-
ta una filosofia de trabajo en dos sentidos, de la realidad
hacia el modelo y del modelo hacia la realidad. También
resaltan la importancia de incorporar actividades de mo-
delacion en el curriculo de la formacion de los ingenieros.

Por su parte, Gomez (2008) propone la inclusion de ac-
tividades de modelacion en los curriculos de ingenieria
y valida su relevancia desde un punto de vista epistemo-
légico y heuristico. Desde la perspectiva epistemoldgica,
plantea que se fortalece la conexion curricular, resaltando
la interaccién entre diversas disciplinas y la relevancia de
las matematicas en contextos reales y profesionales. Para-
lelamente, en el ambito heuristico, declara que se impulsa
el trabajo colaborativo y el debate, lo que favorece el desa-
rrollo de un pensamiento critico esencial en la sociedad
contempordnea.

En este orden de ideas, considerando el contexto e inte-
reses manifestados para el desarrollo de una propuesta
didéctica, se revisé el componente curricular del Modelo
Educativo de la Universidad de Sonora y, posteriormente,
el plan de estudios del programa de Ingenieria en Meca-
tronica. Se encontr6 que la didactica asociada al modelo
se concentra en la planeacion y el disefio de situaciones,
la resolucion de problemas, la construccion de saberes y
la evaluacion a través de actividades reales en ambientes
significativos y relevantes para los estudiantes, en prepara-
cion para enfrentar los problemas de su profesion (UNI-
SON, 2023).

El enfoque en competencias especificas del modelo tam-
bién enfatiza la relevancia de desarrollar habilidades que
son aplicables en el ambito profesional, especialmente en
situaciones reales y bajo supervision hasta llegar a un ejer-
cicio auténomo. Asimismo, se subraya que estas compe-
tencias no solo son técnicas, sino que también implican
un compromiso social y un impacto en la vida de los es-
tudiantes y su comunidad. La formacion en matemdticas y
modelacion, al ser competencias que abarcan tanto aspec-
tos técnicos como sociales y éticos, contribuye al desarro-
llo integral y a la capacidad de los estudiantes de tomar de-
cisiones informadas y responsables en su vida profesional
y personal (UNISON, 2023).

Asi, los planes de estudio de los diferentes programas edu-
cativos de la Universidad de Sonora deberan reflejar este
enfoque. En particular, en la revision del plan de estudios
de Ingenieria en Mecatronica, se centrd la atencion en el
programa oficial de la asignatura de Algebra, y se ubicaron
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otras asignaturas clave, como Introduccion a la Ingenieria
Mecatronica, Control Digital, Fundamentos de Robética,
entre otras, de las que pudieran retomarse situaciones
para contextualizar la ensefianza de temas como matrices
y transformaciones matriciales. La asignatura de Algebra
pertenece al eje basico, se imparte en el primer semestre
y es de caracter obligatoria.

En el programa de la asignatura se declara que el estu-
dio del Algebra Lineal aporta al perfil del Ingeniero en
Mecatroénica el saber modelar fendmenos de la fisica y la
ingenieria. Los contenidos incluyen los temas de matri-
ces, sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales
y se plantea, como parte del objetivo general, que los es-
tudiantes sean capaces de resolver problemas de ciencias
e ingenieria aplicada e interpretar las soluciones. Se enfa-
tiza el uso de matrices, sistemas de ecuaciones lineales y
transformaciones lineales (UNISON, 2024).

Sin embargo, los propositos y contenidos son muy ge-
nerales, y los libros de texto recomendados que incluyen
problemas de aplicacion, los proponen una vez que se
ha abordado la teoria de manera abstracta, provocando
que los estudiantes perciban las matematicas y la realidad
como mundos separados (Borromeo, 2006).

Una propuesta que integre problemas especificos de la
ingenieria mecatrénica con el estudio de la modelacion
y el Algebra Lineal se concibe en este trabajo como una
alternativa pertinente.

Afortunadamente, el Algebra Lineal tiene muchas aplica-
ciones précticas en la ingenieria mecatrénica. Es necesa-
rio hacer un analisis minucioso de algunas de ellas para
seleccionar aspectos que podrian abordarse a través de
un curso de dlgebra de los primeros semestres.

Se presenta a continuacion una lista general de algunas
areas clave en donde se aplica el dlgebra matricial, y las
transformaciones matriciales, temas matematicos de in-
terés para la realizacion de la propuesta.

o Modelado de sistemas dindmicos. En mecatronica,
muchos sistemas dindmicos, como robots, vehiculos
auténomos y sistemas de control, se representan y re-
suelven usando matrices, por ejemplo, el modelado
de manipuladores robdticos con la matriz de trans-
formacion homogénea para calcular posiciones y
orientaciones en el espacio tridimensional.

o Control de sistemas. Las matrices se utilizan en el di-
seno de controladores para representar el comporta-
miento del sistema en forma de espacio de estados,
por ejemplo, el disefio de un controlador para estabi-
lizar un brazo robdtico utiliza matrices para descri-
bir las relaciones entre posicion, velocidad y fuerzas
aplicadas.
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o Cinemdtica y dindmica de robots. El algebra matricial
es esencial para la cinematica directa e inversa de ro-
bots. Se emplean matrices de transformacion, de rota-
cién y homogéneas, para calcular como se mueve cada
enlace de un robot y determinar su posicion final.

o Procesamiento de sefiales e imdgenes. En vision por
computadora, las imdagenes se tratan como matrices don-
de cada elemento representa un pixel. Los algoritmos de
procesamiento de imagenes usan algebra matricial para
tareas como filtrado, compresion y deteccion de caracte-
risticas.

o Simulacion y andlisis de vibraciones. En el disefio de
sistemas mecanicos, el andlisis modal y de vibraciones
utiliza matrices de masas y rigidez para determinar
las frecuencias naturales y los modos de vibracion de
una estructura, por ejemplo, el estudio de vibraciones
en estructuras como brazos robéticos o drones para
mejorar la estabilidad y el disefo.

«  Optimizacién. Muchos problemas de disefio en me-
catroénica, como minimizar el consumo de energia
o maximizar la precisién de un sistema, se plantean
como problemas de optimizaciéon que involucran
operaciones matriciales, por ejemplo, la optimizacién
de trayectorias en robots para evitar colisiones y mi-
nimizar el tiempo de operacion.

o Andlisis de redes eléctricas. En el analisis de circuitos
eléctricos, las matrices se usan para resolver sistemas
de ecuaciones lineales generados por leyes como la
de Kirchhoff, por ejemplo, el andlisis de circuitos en
sistemas mecatrdnicos que combinan sensores, actua-
dores y controladores.

o Simulacion de sistemas multivariables. Las matrices
son esenciales en software de simulacién para mode-
lar sistemas multivariables que aparecen en mecatro6-
nica, por ejemplo, para la representacion de sistemas
de ecuaciones para simular el comportamiento de un
dron con multiples entradas (como motores) y salidas
(posicion, orientacion).

o Andlisis de estabilidad. En sistemas de control, se ana-
liza la estabilidad de sistemas lineales mediante eigen-
valores y eigenvectores, que se calculan con operacio-
nes matriciales, por ejemplo, determinar si un robot
bipedo permanecera estable al caminar usando anali-
sis de la matriz Jacobiana del sistema.

Dificultades en el aprendizaje de la modelacién y el
Algebra Lineal

El aprendizaje de la modelacion, del dlgebra matricial y de
las transformaciones matriciales no est4 exento de dificul-

tades. En esta seccion se presentan algunos resultados de
investigacion que sefalan algunas de ellas.

En relacion con la modelacién matemadtica, en diversas
investigaciones se han identificado varios problemas que
enfrentan los estudiantes al intentar construir modelos y
aplicar la matematica a problemas del mundo real. Uno de
los primeros obstaculos, segun Blum y Niss (1991), sur-
ge cuando los estudiantes intentan abstraer una situacion
real para expresar su estructura en términos matematicos.
Este proceso requiere que el estudiante identifique los ele-
mentos relevantes de la situacion y, a su vez, descarte los
aspectos irrelevantes. Sin embargo, muchos estudiantes
tienen problemas para hacer esta seleccion adecuada de
informacion, lo que afecta su capacidad de construir un
modelo matematico atil. Después de formular el modelo,
otro desafio es la interpretacién de los resultados. Blum y
Niss (1991) destacan que, una vez obtenido un resultado
matematico, los estudiantes suelen tener dificultades para
interpretarlo en el contexto real y verificar su validez, lo
cual es fundamental para asegurar que el modelo refleje
con precision la situacion original.

Por otra parte, Borromeo (2006) seiala que los estudian-
tes suelen enfrentar problemas de “fragmentacioén cogni-
tiva’, es decir, perciben la matematica y la realidad como
dos dominios separados y no logran conectar ambos de
manera efectiva. Esta desconexion dificulta que puedan
transferir habilidades matematicas adquiridas en el aula
a situaciones practicas de modelacion. La autora también
identifica dificultades en la percepcion y contextualiza-
cion de la situacion real, lo cual impide que los estudiantes
puedan desarrollar un modelo matemitico significativo.
Esto implica que, aunque los estudiantes puedan resol-
ver problemas matemdticos abstractos, muchas veces les
cuesta aplicar ese conocimiento a situaciones reales (Bo-
rromeo, 2006).

En relacién con el aprendizaje del Algebra Lineal, Pifion
y Cérdova (2023) identifican como obstaculos los altos
niveles de abstraccion, el formalismo, las barreras del len-
guaje, las multiples representaciones de objetos matema-
ticos, la falta de conocimientos previos y las conexiones
débiles en el aprendizaje.

Trigueros, Lozano y Murillo (2015) examinan los meca-
nismos mentales involucrados en el aprendizaje del teo-
rema de la matriz asociada a una transformacion lineal,
contribuyendo al entendimiento cognitivo de este con-
cepto fundamental. Ellos identificaron que los estudiantes
enfrentan multiples dificultades al construir la matriz aso-
ciada a una transformacion lineal. Una de las principales
barreras es la incapacidad de coordinar procesos clave,
como el célculo de las imagenes de los vectores de una
base y su expresién como combinacion lineal en términos
de la base del espacio de llegada. Ademas, muchos alum-
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nos no logran encapsular estos procesos en el concepto
de matriz como un objeto, lo que obstaculiza su com-
prension. Asimismo, se evidencia la falta de interiori-
zacion de conceptos basicos como las coordenadas de
un vector en una base, lo que afecta directamente su
capacidad para organizar las imagenes de manera or-
denada en una matriz.

También encontramos, en la literatura, algunas pro-
puestas didacticas relacionadas, como la de Xavier, Iba-
rra y Reyes (2019) quienes realizaron un estudio sobre
estrategias didacticas para la ensefianza de matrices en
cursos de ingenieria civil, donde se hace una propuesta
para favorecer los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matrices; asi como la de Gallo, Verén y Herrera
(2019), quienes exploran el uso del software GeoGebra
para interpretar transformaciones lineales de manera
grafica. Para esto disefiaron applets en los que modi-
fican una imagen de un poligono cerrado cuando se
aplica una transformacion lineal a sus vértices.

USO DE TECNOLOGIA

En su revisiéon, Pinén y Cdrdova (2023) destacan
la creciente investigacién y propuestas sobre la
integracion de la tecnologia en la educacidn, visible
en aplicaciones matematicas, herramientas web y
juegos virtuales. Esto refleja el creciente interés en el
uso de la tecnologia, potenciada por las necesidades
de la educacion a distancia durante la pandemia de
COVID-19.

Para el desarrollo de esta propuesta se considera el uso
del software GeoGebra por su facil acceso al ser un
software libre, por proveer un ambiente amigable para
disefiadores y estudiantes, por el manejo de multiples
representaciones dindmicamente vinculadas, en
especial por las representaciones graficas en dos y
tres dimensiones, asi como por la simplicidad en el
manejo del cdmputo simbolico.

Ademads, en variadas investigaciones se reporta el
impacto positivo del uso de GeoGebra, en diferentes
ambitos, en la promocién de la visualizaciéon y
la exploracién activa de conceptos matematicos
complejos, el aprendizaje significativo, el compromiso
y rendimiento de los estudiantes, entre otros
(Koyunkaya y Dede, 2024; Panjaitan, 2024; Ardina y
Boholano, 2024; Batiibwe, 2024).

En conjunto, estas contribuciones destacan el impacto
del uso de GeoGebra en areas clave como la compren-
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sion conceptual, el desarrollo de habilidades de resolu-
cion de problemas, el compromiso estudiantil y el apoyo
a estilos de aprendizaje diversos.

CONCLUSIONES

A lo largo de este articulo, se ha intentado mostrar la
pertinencia de un disefio didactico dirigido a estudiantes
de los primeros semestres de ingenieria en mecatronica,
abordando la modelacién de problemas practicos del
area, mediante el uso de transformaciones matriciales y
algebra matricial, apoyados con el software GeoGebra.
Se pretende que el aprendizaje de los contenidos mate-
maticos sea mas significativo y al mismo tiempo, favo-
recer las habilidades para la modelacién. Para concretar
la propuesta es necesario hacer analisis mas minuciosos
apoyados por herramientas tedricas y metodologicas de
la Matematica Educativa.

Por el momento, se pretende incluir problemas
de cinematica directa e inversa de un brazo roboético, y la
simulacién de un dron con multiples entradas y salidas,
aprovechando la potencialidad del software GeoGebra
para el manejo de representaciones graficas en dos y tres
dimensiones, asi como representaciones matriciales, to-
das ellas, dindmicamente vinculadas.
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